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К вопросу о моделировании  

демографических циклов и о выходе 
из мальтузианской ловушки* 

 
Ю. А. Гущина, С. Ю. Малков  

 
 

В работе предложена математическая модель, описывающая 
демографические циклы в аграрных обществах и выход из мальту-
зианской ловушки. Модель учитывает социальную структуру об-
щества и позволяет определять условия экономико-демографи-
ческого равновесия. 
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графическое равновесие. 

Вопросам моделирования демографических циклов в аграрных обществах  
и выходу из мальтузианской ловушки посвящено большое количество 
работ (см., например: Artzrouni, Komlos 1985; Komlos, Artzrouni 1990; 
Kögel, Prskawetz 2001; Нефедов 2002; 2003; Нефедов, Турчин 2006; Коро-
таев и др. 2007 и др.), однако в предлагаемых моделях общество в основ-
ном рассматривается агрегированно, без деления на социальные слои. 
Между тем представляется, что для более детального анализа как самой 
мальтузианской ловушки, так и процессов выхода из нее необходим учет 
социальной структуры общества. В ряде работ (Малков и др. 2002; Тур-
чин 2007; Малков 2009; Гринин и др. 2008; Гринин и др. 2009) были пред-
ложены базовые математические модели для описания демографической 
динамики в аграрных обществах с учетом их социальной структуры. На-
стоящая работа продолжает эти исследования.  

1. Описание математической модели 
В математической модели рассматривается социальная система, основ-
ными составляющими которой являются, с одной стороны, сельскохозяй-
ственные производители – крестьяне, а с другой стороны, военно-адми-
нистративная элита и землевладельцы, объединенные в одну группу, на-
зываемую далее «государство». Произведенный продукт расходуется на 
потребление как непосредственно (продукты питания), так и в преобразо-
ванной форме (ремесленная продукция, услуги и т. п.). Государство живет 
за счет налогов, при этом оно может расходовать определенные средства 
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на стимулирование и повышение эффективности сельскохозяйственного 
производства (что сказывается на появлении зависимости производитель-
ности крестьян от экономического состояния государства), а также тратит 
определенные средства на удержание производителей в повиновении и на 
обеспечение внешней безопасности (охрана границ государства от агрес-
сии соседей). 

Считается, что в рассматриваемой социальной системе налоги земле-
дельцев составляют фиксированную часть урожая, а производительность 
труда постоянна. Считается также, что система замкнута, то есть такими 
явлениями, как иммиграция и эмиграция, изменение границ, войны с со-
седями, можно пренебречь на отрезке времени, на котором ведется моде-
лирование (либо учесть с помощью экзогенно задаваемых параметров). 

Базовая модель социально-экономической динамики общества, разде-
ленного на социальные группы, приведена в работе С. Ю. Малкова (2009). 
С учетом изложенных выше допущений эта модель может быть преобра-
зована в модель аграрного общества, основными акторами которой явля-
ются государство (военно-административная элита и землевладельцы)  
и земледельцы (крестьяне): 
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где Х – материальные накопления государства (элиты); Y – средние мате-
риальные накопления земледельцев;   – часть урожая, идущая на уплату 
налогов; R(N) – площадь земли, обрабатываемой одним крестьянином; С – 
функция затрат государства на управление (на обеспечение повиновения 
крестьян); N – численность крестьян в рассматриваемом регионе; αХХ,  
αYY – функции потребления государства и крестьян, соответственно по-
казывающие, какое количество продукта потребляется ими в единицу 
времени (αХ, αY – коэффициенты); Y0  – уровень выживания (при этом 
уровне прекращается рост населения); r – демографический коэффици-
ент, характеризующий скорость роста населения в ситуации, когда ре-
сурсные ограничения отсутствуют;   – производительность труда; N0 – 
численность населения, при которой обрабатывается вся пригодная зем-
ля; R0 – максимальная площадь земли, которую способен обработать 
один крестьянин. 



Ю. А. Гущина, С. Ю. Малков 31 

Первое уравнение системы (1) отражает динамику изменения накоп-
лений землевладельцев (государства): доходы – налоговые поступления, 
расходы – затраты на потребление и на управление. Второе уравнение 
системы (1) отражает динамику изменения накоплений земледельцев: до-
ходы – выращенный урожай на одного человека, расходы – затраты на 
потребление и налоги. Третье уравнение системы (1) отражает демогра-
фическую динамику земледельцев в зависимости от их благосостояния 
(уменьшение благосостояния отрицательно влияет на прирост населения и 
при снижении благосотояния до величины Y0 демографический рост пре-
кращается). В модели расчет численности элиты не производится, по-
скольку считается, что она многократно меньше численности земледель-
цев и ее вкладом в демографические показатели можно пренебречь. 

Уравнение (2) отражает ограниченность земельных ресурсов. Если 
при низкой плотности населения (область I) дефицита земель нет, то при 
высокой плотности населения (область II) сельскохозяйственных угодий 
не хватает и крестьянские наделы уменьшаются обратно пропорциональ-
но увеличению N. 

Модель (1)–(2) использовалась для исследования состояний равнове-
сия и анализа динамических состояний системы. 

2. Локальное экономическое равновесие 

Рассмотрим сначала ситуацию установления экономического равновесия в 
системе. Предположим, что при Y ≥ Y0 скорость демографических измене-
ний значительно ниже скорости изменений накоплений X и Y. Следова-
тельно, динамику системы можно рассмотреть как быстрое установление 
равновесных значений X и Y при постоянном N, рассматриваемом в каче-
стве параметра, и медленном изменении N к своему равновесному значе-
нию, с соответствующим дрейфом X и Y. 

Используя теорему Тихонова, исследуем упрощенную систему (3), 
описывающую динамику «быстрых» переменных X, Y при заданном па-
раметре численности населения N = const. 
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Затраты на управление C = C(N, Y/Y0) можно представить в виде:  
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Это отражает тот факт, что при обнищании населения растет социальная 
напряженность и, как следствие, возрастают расходы, необходимые для 
поддержания порядка и управляемости. 



Моделирование демографических циклов  32 

На Рис. 1 и 2 отражена динамика изменения X и Y в соответствии с (3) 
для различных начальных данных. Видно, что при заданных значениях 
параметров система стремится к устойчивому равновесию.  
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Рис. 1. Фазовые траектории системы (3) в координатах (Y, X) 
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Рис. 2. Изменение величины средних материальных накоплений 

земледельцев Y(t) (для различных начальных значений) 

Найдем точки равновесия системы (1a). Приравняв правые части уравне-
ний к нулю, получим для равновесных значений X*, Y*: 
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Собственные значения якобиана линеаризованной в окрестности  
(X*, Y*) системы равны соответственно λ1 = – αX, λ2 = – αY, то есть точка 
равновесия устойчива. Запишем отдельно выражения для X*, Y* в облас-
тях I (N < N0) и II (N ≥ N0) соответственно. 

В области I (при N < N0) имеем: 
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В области II (при N ≥ N0) имеем: 
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Из требования X > 0 следуют условия существования состояния рав-
новесия системы (1a):  
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Логично считать, что государство будет стремиться установить такой 
уровень налогов β, при котором величина X*(β) будет максимальной. Опти-
мальная (с точки зрения государства) величина βopt находится из условия: 

dX*/dβ = 0,  откуда  
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При таком уровне налогов величины X*, Y* принимают значения: 
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Условие устойчивости существования государства в терминах модели 
может быть записано как X* > 0. Откуда на основании (7) и (9) можно ут-
верждать, что государство легче образуется там, где:  

– меньше затраты на управление (с → 0); 
– благоприятнее условия для сельскохозяйственного производства 

(γR0 → ∞); 
– ниже потребности населения (Y0, αY → 0). 
Из уравнения (5b) можно найти критическое значение численности 

населения NC, при котором X* = 0 (социальная система дестабилизи-
руется): 
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3. Общее экономико-демографическое равновесие 

Учтем теперь, что численность населения N непостоянна и точка (X*, Y*) 
дрейфует к глобальному равновесному положению (X**, Y**, N**) (то есть  
к точке устойчивого равновесия системы (1)). Из третьего уравнения сис-
темы (1) получим дополнительное условие для координат точки равнове-
сия: Y** = Y0. 

При Y0 > γ(1 – β)R0 /αY точка равновесия отсутствует, поскольку при 
этом условии благосостояние крестьян оказывается ниже точки физиче-
ского выживания и система стабильной быть не может. 

При Y0 < γ(1 – β)R0 /αY  ситуация следующая: если  N < N0 (то есть мы 
находимся в области I), то dN/dt > 0, численность населения непрерывно 
растет и система попадает в область II. В области II (N ≥ N0) из (5b, 6b) 
получаем: 
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Условия существования государства следуют из условий X** > 0, 
N** > N0, то есть: 
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Результаты соответствующих расчетов представлены на Рис. 3. 

 

Рис. 3. Изменение численности населения N(t) при различных  
начальных значениях 
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 , причем нижняя граница интервала соответ-

ствует меньшим значениям X** и большим значениям N** и наоборот, 
верхняя граница – большим значениям X** и меньшим N**. 

4. Демографические циклы 

Учтем то, что производительность труда γ, вообще говоря, не является 
постоянной величиной и, в частности, зависит от материальных возмож-
ностей земледельцев Y и влияния государства на хозяйственные процессы 
(что в рамках используемой модели должно выражаться в зависимости γ 
от X). При этом в странах так называемого восточного типа γ гораздо бо-
лее зависит от X, чем от Y, а в странах Запада – наоборот. Можно считать, 
что для Востока γ = γ(X), для Запада γ = γ(Y). Если в обществе есть демо-
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графический отток и идет постепенный рост γ, то это стабилизирует си-
туацию и точка равновесия начинает дрейфовать. 

Рассмотрим случай γ = γ(X), характерный для стран Востока. Если го-
сударство слабое (Х < Х1), то оно не влияет на экономику, и γ определяет-
ся лишь возможностями земледельцев (γ = γ1). При повышении Х выше 
некоторого порога (Х > Х1) государство имеет возможность расходовать 
часть своих ресурсов на проведение мелиоративных работ, строительство 
каналов и т. п., что в конечном итоге приводит к увеличению средней 
производительности труда до γ = γ2. В соответствии с этим можно  
принять, что зависимость производительности труда от X имеет следую-
щий вид: 
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Демографический коэффициент r и коэффициент с, отражающий ве-
личину затрат государства на управление, также не являются постоянны-
ми величинами и зависят от состояния общества. Будем считать, что если 
средние материальные накопления земледельцев больше прожиточного 
минимума (Y > Y0 ), то в обществе сохраняется социальная стабильность  
и коэффициенты r и с принимают значения r2 и с1. При Y < Y0 в обществе 
возникает кризисная ситуация, и демографический коэффициент r должен 
учитывать скорость аномальной убыли населения вследствие граждан-
ских войн, эпидемий, массового голода и т. п. (r = r3 > r2), соответственно 
коэффициент с должен учитывать усиление неповиновения и сопротивле-
ния крестьян землевладельцам (с = с2 > с1). В соответствии с этим демо-
графический коэффициент r можно представить в виде: 
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где r3  > r2,  с2 > с1. 
Также нужно учесть миграционные процессы, в частности тот факт, что  
в эпохи демографического сжатия сельское население начинает актив-
но переезжать в города. Если принять, что в города ежегодно мигриру-
ет доля r1 сельского населения, то система уравнений (1) преобразует-
ся к виду: 
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Результаты численного моделирования показывают, что при опреде-
ленном соотношении параметров социальная система, описываемая урав-
нениями (20), становится неустойчивой и переходит в колебательный  
режим. Это означает, что в ней возникают социально-демографические 
циклы.  

На Рис. 4 представлены типовые результаты расчетов по модели (20) 
с учетом зависимости γ = γ(X) в соответствии с (17) в отсутствие мигра-
ции в города, то есть r1 = 0. Считается, что снабжение городов продуктами 
питания осуществляется за счет рыночного сектора экономики, а в сель-
ской местности преобладает натуральное хозяйство. Насколько рыночный 
сектор способен прокормить растущее городское население в период де-
мографического сжатия – особый вопрос, выходящий за рамки настояще-
го исследования (этот вопрос рассматривается, например, в: Гринин  
и др. 2008; 2009). 

Видно, что периоды относительной стабильности периодически сме-
няются социально-демографическими кризисами, характеризующимися 
депопуляцией, экономическим коллапсом, резким ослаблением государ-
ства. Такая динамика была характерна для многих государств древности. 
Наиболее ярким примером циклического развития является история Китая 
начиная со времени образования в нем империи в III в. до н. э. На Рис. 5 
приведены результаты моделирования демографической динамики в Ки-
тае в эпоху Мин (точки – исторические данные [Коротаев, Малков, Хал-
турина 2007], гладкая кривая – расчет по модели). 
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(a) 

 
(б) 

 
(в) 

Рис. 4. Циклическая динамика изменения X (а), Y (б) и N (в) (по 
оси абсцисс – время в годах, значения по оси ординат –  
в относительных единицах) 
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Рис. 5. Моделирование демографической динамики N(t) в Китае  

в эпоху Мин (по оси абсцисс – годы; по оси ординат – 
численность населения в относительных единицах, одно 
деление соответствует 74 360 человекам) 

Видно, что соответствие расчетных и реальных данных достаточно 
хорошее. 

Расчеты по модели показывают, что отток населения в города стаби-
лизирует демографическую ситуацию в сельской местности. На Рис. 6 
приведены результаты расчетов демографической динамики сельского 
населения (а) и общего населения (городского и сельского вместе) (б) при 
наличии оттока в города на уровне 0,03 % в год при тех же параметрах, 
при которых рассчитывались графики на Рис. 5.  
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(а) 

 
(б) 

Рис. 6. Результаты расчета динамики сельского населения (а) и 
общего населения (вместе с городским) (б) при наличии 
оттока сельского населения в города 
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Видно, что демографические циклы прекращаются и начинается непре-
рывный демографический рост (при условии, что одновременно растет 
производительность труда в сельском хозяйстве [Гринин, Коротаев, Мал-
ков 2008; Гринин и др. 2009]). Такая ситуация впервые реализовалась в 
Англии в XVIII в. (Рис. 7, данные из: Нефедов 2005) и далее в течение 
XIX в. стала характерна для многих стран мира. 

 

Рис. 7. Численность населения и уровень потребления в Англии 
XII–XVIII вв. (K – демографическая емкость территории) 
(Нефедов 2005) 

Таким образом, разработанная модель может быть использована не только 
для анализа демографических циклов, но и при исследовании условий 
выхода аграрного общества из мальтузианской ловушки и перехода демо-
графической динамики на траекторию демографического роста. 
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